Exercice 1

1. a. Au bout d’un tour, on obtient 1 + 5 = 1. Au bout de deux tours, on obtient 1 + 10 = 1. En ajoutant
encore 2, il vient 1 + 12 = 3. Visuellement, on a fait 2 tours d’horloge + 2 crans.

b. Avecn = 11, au bout d’'untour,onal + 11 = 1. Si on avance encore d’un cran, celadonne 1 + 12 =
2. Cette valeur de n est la seule possible. En effet, si I’équation est vérifiée 12 vaut 1 additionné a un multiple
de n, et donc n divise 11, qui est premier, doncn = 11.

2. a. C'est certain, Beethoven aurait été un compositeur modeste s’il avait été bien entendant.

b. Un arrété municipal interdit le ramassage des escargots. Une association demande de revenir sur cette
décision. La mairie reste inflexible.

3. Avec une demi-coupe, les cotes sont diminuées de moitié dans toutes les directions. Donc Ie‘ mejest
divisé par 8. On peut donc remplir 8 demi-coupes avec une coupe entiere. -

4. On superpose le verre penché et le verre droit.
. AC

Avec les notations, on a AB = 5 car AC est le rayon du cercle, et car le verre

est rempli a moitié. ‘
. AB 1 , . o

Donc sin(x) = - = 7 donc 'angle maximum vaut x = 30°.

5. a. Sin est supérieur ou égal a 100 et si chacun paye déja son men% :

jeC

cela donne 40.n euros qui est bien supérieur a 4000 euros: I’ restaurateur est atteint et les
convives n’auront pas besoin de payer davantage.

euros, cela donne au total 40. n euros
du restaurateur, les convives vont devoir

Si n est strictement inférieur 3 100 et si chacun paye son
qui est inférieur striccement a 4000 euros. Selon les ¢o
payer un peu plus pour que la recette atteigne bien 40 . lls payeront 4000 /n euros par personne.

Lorsque n = 90, on a vu que les convives vont ayer chacun 4000/90 euros. C’est compris entre
4.44 euros et 4.45 euros : chacun payera d . ros.

b. On répartit la subvention sur les 90 convi¥gs. Sgfon le calcul précédent, chacun payera donc 4000/90 —
1000/90: cela donne 33.34 euros par Ngrsonne.

Lorsque 120 personnes viennen n paye 40- 1000/120 euros (chacun paye son menu — sa part de

subvention). Cela donne 31.67 4

Si n est supérieur ou égaldl10Wyle prix par convive est 40 — 1000/n. Cette quantité est minimale pour
n = 100 et vaut 30 ( s).

Sin est inférieur stg en)a 100, le prix par convive est 4000/n — 1000 /n c’est-a-dire 3000 /n. Cette
quantité est min pour n = 99 et est supérieure 3 30 (car 30 = 3000/100).

Conclusion : @ X convive est minimal lorsqu’il y a exactement 100 convives et le prix a payer par cha-

cun est N30 euros.
6. Not ayon de la tarte. Et x € [0, R] I'endroit du bord ou I’on va couper. Laire de la portion totale

mR? . . x? . . . s ).
d vautT et 'aire de la portion gauche de tarte vaut PX Ce dernier doit valoir la moitié de I’aire totale.

Doncx = \/Z—ER.

7. On note S le sommet d’ol partent les trois arétes a angles droits, on note 4, B et C les autres sommets
(C étant en arriére) et enfin, on note a = SA, b = SB et ¢ = SC. Appelons d la hauteur issue de B du
triangle oblique ABC, et H le pied de cette hauteur. Laire au carré du triangle oblique vaut AC? d? /4. Puis

dans le triangle rectangle HSB, d?> = SH? + b?. Mais SH est aussi perpendiculaire a AC. Donc I'aire du
SH.AC

triangle de base, a savoir le triangle ASC, vaut a la fois % et . Il reste a tout recoller puisque AC? =

a® + c2. Dés lors, SH?(a? + c?) = a®c?. Et donc d?(a? + ¢?) = SH?(a? + ¢?) + b%(a? + ¢?) =
a’c? + b%c? + a®b?.



Exercice 2

1. Quelques exemples.
a.1l4+2+4+-4+5=15et7 4+ 8 = 15 donc 6 est équilibré de balance 2.
b.1+2+-+6=21et84+9=17<21<27=8+9+10.

c.Ona
203 x (203 + 1)
1+2+3+--+203= 3 = 20706
; S
84 x(2x204+84+1
(204 +1) + (204 + 2) + ---+ (204 + 84) = ( > )K 6

2. a. Si n est équilibré de balance b, ona: v

(n—1n b(2n+b+1)

2 2
donc

n? —n=2bn+b*+

On en déduit que

b2+(2n+1)b+ql 0

donc b est solution d’une équation du second degré d t@c iminant est égal a 8n? +1 qui est stricte-
ment positif. L'équation admet donc deux solutionsé

—(2n+1) +v8n? + 2n+1)—-+v8n2+1
e

2 2
—-(2n+1)+v8n2+1

Comme b est un entier strictement posiN, on a necessairement b = >

On en déduit que 8n? + 1 = ( %1)2 donc 8n? + lest un carré parfait.

b. Commee? =8n?+1,0 g impair, ce qui impose que e I'est aussi. On en déduit que b = e;—l —
n est un entier. Montrer &? revient a établirque2n + 1 < \/m, ce qui est aisé en comparant
les carrés de ces deux@es ositifs (on rappelle que n > 1).

c. La question dgn sens direct tandis que la question 2.b fournit la réciproque : puisque b =
—-(2n+1)+vV8n?2 . ). .
oM. b est solution de I'équation

2

x2+Q2n+Dx+(m—-n?)=0

ce qui aue
\ b2+ 2n+1Db+(n—-n?) =0

On en¥déduit finalement que

(n—1n b@2n+b+1)
2 2

ce qui montre que n est un nombre équilibré de balance b.

1+2+3++(n—-1)=

=n+1)+Mm+2)+--+n+b)

3. a. On calcule :



8f(x)2+1=8(9x2+6x 8x2+1+8x2+1)+1=136x2+48x 8x2+1+9
et

(8x + 3v8x2 + 1)? = 64x% + 48x/8x%2 + 1 + 9(8x% + 1) = 136x> + 48xy/8x2 +1+9

b. Soit n un nombre équilibré. D’aprés la question 2.a, f (n) est bien un entier. On remarque par ailleurs que,
commen = 2,ona: f(n) = 2. Enfin, d’aprés la question 3.a, 8f (n)? + 1 est un carré parfait. D’apres la
question 2.b, on conclut que f(n) est un nombre équilibré.

%> 1 donc

f (k) > k. On en déduit que les nombres %
6./6).f(F(6)).f (f(f(6)), -

sont des nombres équilibrés (question 3.b. ) deux a deux distincts classés dans I'ordre cro&c ui donne

le résultat.
d. Onsait que uy, = 3uy_; + /8up_12 + 1donc (U — 3u_1)% = Buy_1% + idonne, aprés sim-

¢. On sait que 6 est un nombre équilibré. Par ailleurs, pour tout entier naturel non nul k,

plifications : Uy _12 — 6UxU_1 + U2 — 1 = 0 donc uy_; est solution d’un tion du second degré
dont le discriminant est égal a 4(8uk2 + 1) qui est strictement positif. atio®admet donc deux solu-
tions, qui sont

3uy ++/8u? + let3u;, — +/ Bg ;}/
Comme Uy_1 < Uy, on adonc nécessairement : Uy_q = 3 -+ 1.

e. On remarque que h est dérivable et que pour tout x >
) 3 &Ex +1-8Vx

2v/xV8x +1
2
or, 3/8x+1) =9(8x+1)=72x = (8vx)? donc 3v8x + 1 —8vx > 0. Comme

2vVxV/8x + 1 > 0, on en déduit que hQ(x) Ainsi h est strictement croissante. Pour tous réels x et y
telsque 0 < x < y,ona:0 < x? nc, comme h est strictement croissante, h(x?) < h(y?) donc

g(x) < g(y). Ainsi g est stricte oissante.
fu,=flu)=f(6)=3 n est équilibré, on déduit du résultat admis par I’énoncé que sin <

35,alorsn = 6o0un = Or, = 6 et u, = 35 et n n’est pas de la forme u;. On en déduit que n >
35, c’est-a-dire que n ,. Mjsque la suite d’entiers naturels (U ) s est strictement croissante, il existe
unentierm > 2t e U, Y <N < Upyqq- Or, puisque 1 n’est pas de la forme Uy, ona: N # Uy, 4. Fina-
lement, u,, < A

On déduitd ic€roissance de g établie a la question 3.e que g(u,,) < g(n) < g(Wn41)-Or, d’apres
la questi I (Um) = U1 et g(Ume1) = Uy, Dob Uy < g(n) < uyy,. Comme u,y, < N, 00 a
donc < Ym <ndoncg(n) <n.

Dq uestion 3.f, n > 35 doncn > 6. Or, n est un nombre équilibré. On vérifie (comme on I'a fait
ave )) que g(n) I'est aussi. On en déduit que g(n) est un nombre équilibré qui ne s’écrit pas forme vy
pour un certain entier k = 1. Finalement que n n’est pas le plus petit nombre équilibré ne s’écrivant pas
sous forme Uy, pour un certain entier k > 1, ce qui est absurde par définition de n. Ainsi, tout nombre équi-
libré est de la forme uy, pour un certain entier k > 1.

4. a. Soit n > 2 un entier. Alors Uy 41 = 3uy ++/8uy? + 1 et, d’aprés la question 3.d, up_; = 3uy —
&Y. 8uk2 + 1. Donc Uk+1 = 3uk + (3uk - uk_l) = 6uk —Ur—1

b. Dans s, on calcule s=1+..+1 jusqu’a ce que i arrive a n (exclu). La fonction mystere (n) calcule donc
lasommel+2+3+ -+ (n—1).



c. On déduit de la question 4.b la fonction suivante.
def equilibre (n):
k=mystere (n) #k vaut 1+2+..+(n-1)
s=n+1
i=n+2
while s<k:
s=s+i

i=i+1
return s==
Dans s, on calcule s=(n+1) +..+1 jusqu’a ce que cette somme dépasse le seuil k. On regar i la

balance est équilibrée.
Mais on peut aussi écrire la fonction suivante, de complexité bien meilleure, en exploita@e ion 4.a.

def equilibre (n):
(a,b)=(6,35)

while a<n:
(a,b)=(b, 6*b-a)

return a==n

Enfin, on peut également utiliser la caractérisation 2.c. ;

5. On propose ici aussi deux solutions, la seconde étant plgs eMace que la premiere.
La premiere fonction utilise la question 4.c. @
def liste equilibres(n): ‘ %
1=[] @
for i in range(2,n): @
if equilibre (1%
1.appen

return 1 Q
La seconde fonction exploi N guestion 4.a.

def liste equilj e ).

1=1]
(a,b)=( 3P
whil‘ N N

Qorend (a)

%b) =(b, 6*b-a)
-- rn 1

Remarques
La balance de 6930 est 2870.

La balance de235416 est 97512.
La balance de 313506783024 est 129858761424.

liste_equilibres(1000000000000)

renvoie



[6, 35, 204, 1189, 6930, 40391, 235416, 1372105, 7997214, 46611179, 271669860, 1583407981,
9228778026, 53789260175, 313506783024]

Exercices 3

Identique a I'exercice 2. A la numérotation et a ceci prés : %
1. Méthode de Gauss &
)

2. Par exemple en soustrayant deux sommes partant de 1 (ou bien en regroupant tou$

6.
def liste equilibres (n) @
1 =[]

u = 6

for compteur in range (n)

1.append (u) VV
u = 3*ut+sqgrt(8*u**2 + 1) Q~

Q
c&"’é
>

\
9

return (1)
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