Olympiades 2022, éléments de correction

A.Des exemples

1.

Exercices nationaux

Exercice 1

Etiquetage gracieux d’une figure
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B. Cas des lignes
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Etiquetage gracieux de L :

Etiquetage gracieux de Lg :

Etiquetage gracieux de L, :
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2. En s’appuyant sur la réflexion menée pour les figures L, et Lg, on peut étiqueter la figure L, g5, €n
associant aux points allant de la gauche vers la droite la suite de nombres

, ., 1021,1017,1014, 1012, 1011

’
Ce qui donne les pondérations successives, de la gauche vers la droite

2022,2021,2020,2019,2018,2017,2016

C. Cas des polygones

, 0 4,3,2, 1.

1.
0

1‘/ -

3

Q
D -

N
a‘
W




0

Etiquetage gracieux d’un Etiquetage gracieux d’un
triangle qguadrilatere

Ajout a faire pour obtenir un
étiquetage gracieux d’un polygone
a 12 cotés.

3. Si les étiquettes des extrémités d’'un segment sont ;

a. de parités différentes, alors la pondération du segment est impaire ;

b. de méme parité, alors la pondération du segment est paire.

4. Un pentagone a cinqg sommets pouvant étre étiquetés par les nombres0, 1, 2, 3, 4 ou 5 (autant de nombres
impairs que de nombres pairs, d’ou une symétrie du probléme par rapport a I’étiquetage P ou I) et reliés par
cing segments devant étre pondérés par les nombres 1, 2, 3, 4 et 5 pour que I'étiquetage soit gracieux. On
doit donc avoir trois pondérations impaires (1, 3 et 5), ce qui nécessite trois alternances de nombres pairs et

impairs pour les sommets associés. On a alors deux cas :

- on pondere a la suite trois segments par des nombres impairs et
il reste un sommet placé entre deux sommets numérotés par des
nombres de parités différentes.

Qu’elle soit paire ou impaire, la numérotation de ce sommet crée
une nouvelle pondération impaire, ce qui en fait une de trop.

- on pondere a la suite deux segments pondérés par des nombres
impairs puis un segment pondéré par un nombre pair. Il reste alors
un sommet placé entre deux sommets numérotés par des
nombres de méme parité.

Qu’elle soit paire ou impaire, la numérotation de ce sommet crée
soit deux nouvelles pondérations impaires soit deux nouvelles
pondérations paires, ce qui ne convient pas.

Autre rédaction possible

Supposons par I'absurde qu’il existe un étiquetage gracieux.
Quand on parcourt successivement les sommets du pentagone,
on voit sur les arétes les entiers de 1 a 5, donc trois nombres
impairs, donc trois changements de parité du sommet, et deux
nombres pairs, sans changement de parité. En tout, trois
changements de parité, ce qui équivaut a un changement de
parité quand on termine le parcours : contradiction.

D. Une tres grande figure

1. Le nombre de segments est le nombre de paires de points distincts, c’est-a-dire la moitié du nombre de

couples soit% X2022x2021=1011x2021=2043231.

2. a. On cherche le nombre d’entiers impairs de 'ensemble {1,2, ...,2 043 231} ce qui revient a chercher les
entiersk telsque 0 < 2k +1 <2043 231s0it0 <k <1021615.0nadonc1 021616 segments dont

la pondération est un nombre impair.

b. Si p est le nombre de points étiquetés avec un nombre pair, alors le nombre de points étiquetés avec un
nombre impair est 2 022 — p. Le nombre de segments dont la pondération est un nombre impair est donc
égal au nombre de paires de points étiquetés I'un avec un nombre pair et I'autre un nombre impair soit

p(2 022 — p).

3. Si K05, est muni d’un étiquetage gracieux alors il existe un entier p tel que p(2 022 —p) =1 021 615
L’équation du second degré p? — 2 022p + 2 043 231 = 0, dont le discriminant est négatif, n’a pas de

solution.




Exercice 2

Nombres sectionnables

Partie A

On remarque qu’un nombre N est sectionnable s’il existe un entier n tel que

nn+1) _

N

cequisécritn?+n—2N=0

1.

a. L’équationn? + n — 2 x 21 = 0 a pour discriminant 169 et pour solution entiére positive n = 6
L’équation n? + n — 2 X 136 = 0 a pour discriminant 1 089 et pour solution entiére positive n = 16
21 et 136 sont donc bien sectionnables unitaires.

b. L'équation n? + n — 2 X 1 850 = 0 a pour discriminant 14 801 qui n’est pas un carré parfait et donc
n’a donc pas de solution entiére. 1 850 n’est donc pas sectionnable.

Remarque

On peut aussi raisonner avec des inégalités. La fonction f définie par f(x) = x2 + x est croissante sur

R, et £(60) < 1850 < f(61).

2. Un entier a supérieur ou égal a 3 est un entier sectionnable unitaire si et seulement si I’équation n? +
n — 2a = 0 admet au moins une solution entiere positive.
Cela signifie que son discriminant 1 + 8a est un carré parfait et qu’au moins une des solutions de
)2 . N . —1+J/1+8a , —-1—-y/1+8a . .
I’équation, a savoir et , est un entier positif.

2 2

Ceci équivaut a V1 + 8a existe et est un entier tel que -1%\/@ soit un entier ('autre solution est
négative) soit V1 4+ 8a existe et est un entier impair.

Partie B

1. 9=4+5et15=74+8=1+4+2+4+3+ 4+ 5donc9 et 15sontsectionnables.
En revanche, 1+2+3+4+5<16<1+2+4+3+4+5+6, 24+3+4+5<16<2+3+4+
546,3+44+5<16<34+4+5+6,4+54+6<16<4+4+54+6+7,54+46<16<5+6+7,
6+7<16<6+7+8,7+8<16<7+8+9et8+9 > 16 donc 16 n’est pas sectionnable.

2. Sin estun entier impair supérieur ou égal a 3, alors il existe un entier k non nul tel quen = 2k + 1
soitn = k + (k + 1) ce qui prouve que n est sectionnable.

3. S=(q+D+@+D++@+k) =kq+ (1 +2+3++k) = kg + 2
Soit2S = 2kq+ k(k+1) =k(k+1+2q)

4. Pourtoutentierp,p =1,siN = 2P alors 2N = 2P*1est aussi une puissance de 2. Or, quelle que soit la
parité de I'entier k, le nombre k(k + 1 + 2q) est le produit d’un entier pair par un entier impair puisque
1 + 2q est un entier impair. Il ne peut donc étre une puissance de 2.

5. a. 56=23x7et2x56=2*x7=7(7+1+8)=7(7+1+2X4) et on peut écrire, en posant
k=7etq=456=5+6+7+8+9+10+ 11.
b. 2Xx44=8%x11=88+14+2x1)et44=2+3+4+54+6+7+8+09.
c. Soit n un nombre entier positif pair qui n’est pas une puissance de 2. Alors il existe un unique couple
d’entiers (r,m) oum est un entier impair supérieur ou égal a 3 et r un entier supérieur ou égal a 1, tel
quen=2"xmet2n=2""xm
On considere deux cas :
Sim > 2"*1 alors m > 27! + 1 et il existe un entier ¢ = 0 tel que 2n = 2"*1(2"*! + 1 + 2q). On
peut alors écriren=(q+ 1)+ (g +2) + -+ (g + 2"*1).
Sim < 21 alors m+ 1 < 2"*1 et il existe un entier ¢ = 0 tel que 2n = m(m + 1 = 2q). On peut
alorsécriren=(q+ 1)+ (@+2)+ -+ (g +m).

6. En regroupant les résultats de la question 2 et de la question 5, I'ensemble des nombres sectionnables

est constitué des nombres entiers impairs et des nombres positifs pairs qui ne sont pas une puissance
de 2.



Partie C

1.

2X13=26=2(2+4+1+2x%5) ce quidonne 13 =6+ 17 et il n'y a pas d’autres décompositions
possibles car, 13 étant un nombre premier, il n’y a qu’un produit de deux entiers p et g supérieurs ou
égauxalettelsquepqg =13etqg=p+ 1.
Enrevanche, 50 =5(5+1+4+2x%x2)=2(2+1+2x%x11)cequidonne25=3+4+54+6+ 7 mais
aussi 25+ 12 + 13.

. k(k+1) .
a. Sin=@+1D)+@+2)++(@+k)=kqg+ > ouk >3
Si k est pair, alors il existe un entier k' tel que k = 2k’ etn = k'(2q + k' (2k’ + 1)) et comme k > 3,
k' = 2 et n n’est pas premier puisqu’il est le produit de deux entiers supérieurs ou égaux a 2.
Si k est impair, alors il existe un entier k' tel que k = 2k’ + letn =kq+ k(k'+ 1) =k(g+ k' + 1)
et, comme k = 3, n n’est pas premier puisqu’il est le produit de deux entiers supérieurs ou égaux a 2.
b. Si n est un nombre premier supérieur ou égal a 3, alors il est impair et donc sectionnable d’apres la
partie B. De plus, en reprenant le résultat et les notations de la question précédente, la décomposition
n=(@q+1)+(q+2)+ -+ (q + k) ne peut comporter que deux termes.

. -3 . . . " . .
Onaalorsn=(q+1)+(q+2)oluqg= anw est bien un entier positif ou nul puisque n est un entier
impair supérieur ou égal a 3 et n est bien uniquement sectionnable.

Remarque : On peut aussi raisonner directement comme cela a été fait pour I'entier 13. En effet, si p est un
nombre premier supérieur ou égal a 3, 2 X p est la seule décomposition de I'entier 2p en produit de deux
nombres supérieurs ou égaux a 2 ol |'un est strictement supérieur a I'autre.

Alors 2p =2(2+1+4+2q) ol q = %3 qui est bien un entier positif ou nul puisque p est un entier impair

supérieur ou égal a 3.



Exercice 3

Trois

1. Le tableau suivant montre les étapes suivies pour parvenir a chacun des entiers compris entre 1 et 12 .

Diviser par 2, diviser par 2

Diviser par 2

Diviser par 2, multiplier par 3, diviser par 2

Ne rien faire

Diviser par 2, diviser par 2, multiplier par 3 et ajouter 2

Diviser par 2, multiplier par 3

Multiplier par 3 puis ajouter 2, diviser par 2

Diviser par 2, multiplier par 3 et ajouter 2

Diviser par 2, diviser par 2, multiplier par 3, multiplier par 3

Diviser par 2, multiplier par 3, multiplier par 3 puis ajouter 2, diviser par 2
Multiplier par 3, diviser par 2, diviser par 2, multiplier par 3 puis ajouter 2
Multiplier par 3.
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2. On peut atteindre 8. On multiplie par 3, cela donne 24. On multiplie par 3 et on ajoute 2, voila 74. On
multiplie par 3 et on ajoute 2, voila 224. On multiplie par 3 et on ajoute 2, voila 674. On multiplie par 3, et
on obtient 2 022

3.

a. Montrons que tous les multiples non nuls de 3 sont atteignables. Le plus petit d’entre eux, m est tel qu'’il
existe un entier non nul a tel que m = 3a. Mais cela signifie qu’il existe une opération autorisée permettant
de passer de a a m. Dire que m n’est pas atteignable, c’est dire que a ne I'est pas, mais a est plus petit que
m. Contradiction.

b. Sim — 2 est un multiple de 3, alors il existe un entier b tel que m — 2 = 3b et doncm = 3b + 2, d’ol on
voit que m peut étre atteint a partir de b, qui est plus petit que m. Contradiction.

c. Sim — 1 est un multiple de 3, il existe un entier ¢ tel que m — 1 = 3¢ et donc m = 3¢ + 1. Mais alors
2m = 3 X 2c¢ + 2 et donc 2m peut étre atteint a partir de ¢, et m a partir de 2m. Nouvelle contradiction.

d. De trois entiers consécutifs, un est un multiple de 3. Donc I'hypothése de départ est fausse : il n’y a pas
d’entier non nul non atteignable.



Exercices académiques
Ex1 : Jeu des chaises

1. a)
forme 2 : forme 3:(1,2,3,5,7) (4,6,10,8,9)
: 123456 7 8910
b) forme 1: S, !
159 37 6 10 4 8 2

forme 3 : (1) (2,5,7,10) (6) (4,3,9,8)

123 456 7 8 9 10

c)formel: s,:
) 3(34567891021

j forme 2 :

2. a)10!=3628800. b)9 /10 !=1/10

123 4 56 7 8 9 10
s|1 2 510 7 6 3 9 8 _
3. a) ) b) Il est facile
sl 2 7 4 3 65 89
{1 2 31056 7 98 4

de vérifier que pour p =6, chacun est revenu a sa place.

c) (1,2) (3,4,5) (6,7,8,9,10) pour lequel p = 30.

4. a) Avec 2 éléments on peut faire 2 répartitions : (1) (2) et (1,2), la premiere ayant 2
points fixes et la deuxieme aucun. Donc u; = 1.

Avec 3 éléments on peut faire 6 répartitions :

1 2 3)(1 2 3\)(1 2 3)(1 2 3\)(1 2 3\(1 2 3 .
) ) ) ) , .Seulesla 3™ et la
(1 2 3} (1 3 2) (2 3 1) [2 1 3} (3 2 1} [3 1 2)

6°™ n’ont pas de point fixe. Donc us =2.

b) a; est différent de 1 car sinon 1 serait fixe.

c) ll faut et il suffit que as, aa,..., a, forment un dérangement de {3,4,...,n}. Comme il y a n-
2 éléments dans cet ensemble on a un., dérangements possibles.

d) Il faut et il suffit que a3, as,...,an forment un dérangement de {1,3,...,n}. Comme il y a n-
1 éléments dans cet ensemble on a un.; dérangements possibles.

e) Il y a donc un-2+ un1 dérangements possibles lorsque a; =2. Il y en a autant pour a; =3,
a1=4,..., 01 =n.

Ainsi u, =(n-D(u,, +u, ,).

f)

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Un 1 2 9 44 265 1854 | 14833 | 133496 | 1334961

p =1334961/10 ! =0.36 2 0.01 pres.



Partage d’un carré : Eléments de réponse
1. Kj, K, et K5 sont 3-décomposables comme I'indiquent les décompositions ci-dessous.

K est 3- décomposable K, est 3- décomposable K- est 3- décomposable

1| 2 1E 1| 4
6

12

20

Pourn = 3, K,, est 3- décomposable : on partage la premiere lighe en deux rectangles de longueurs 1
etn — 1. Ce qui donne trois rectangles d’aires 1, n — 1 et n(n — 1) toutes différentes.

2. K, est4- décomposable K5 est 5- décomposable
E i 2,
4 3
8 15

Pour n impair (n = 2k + 1), en s’inspirant de
I’exemple donné dans I'énoncé, on construit 4
les rectangles d’aire 1 et 2 puis en dessous le
rectangle 1 X 3 et a droite le rectangle 2 X 2,
en dessous le rectangle le rectangle 1 X 5 et a
droite le rectangle 2 X 3, ..., en dessous le
rectangle 1 X (2k — 1) et a droite le rectangle
2 X k, il reste en dessous le rectangle (k +
1) x (2k + 1).

On a ainsi découpé K, en 2k + 1 rectangles
d’aires 1, 2, 3, ..., 2k, (k + 1) X (2k + 1) qui
sont toutes différentes.

2k-1

(k+1)(2k+1)

Pour n pair (n = 2k + 2)
On construit le découpage du rectangle (k — 2
1) X (2k — 1) en 2k — 2 rectangles comme ci- 3 6
dessus 5 2(k-1)  3(k-1)
puis le rectangle 3 X (k — 1) a droite. 7
Il reste alors le rectangle (k + 1) X 2k.
On a ainsi découpé K, en 2k rectangles d’aires 2k-3
1, 2,3, .., 2k—2, 6k et 2k(k + 1) qui sont
toutes différentes.

2k(k+1)




a. Lasommea; +a, + -+ a; est supérieure a la somme des entiers consécutifs 1, 2,

..., k qui est égale a M.
b. Comme a; + a, + -+ + a; est égale a n? (aire du carré K,,), n? > @ soit k(k +
1) < 2n?
4,
a. D’aprés3.b,k(k+1) <72donck < 8.
7 étant premier, le seul rectangle d’aire égale a 7 a pour c6té 1 et 7, il ne peut étre
contenu dans K. Il en est de méme pour 11 et 13.
Ainsi les entiers a4, a,, ...a; sont différents de 7, 11, 13.
c. Siag=2o0na36b=a,+ta,++a;,22+3+4+5+6+8+9=37.Cest
donc impossible. Ainsia; = 1.
Sia; =216ona36=a;+a,+-+a;,=21+2+3+4+5+6+ 16 =37.Cest
donc impossible. Ainsi a; < 15.
Il existe exactement 6 listes a4, a,, ...a; possibles.
©1,2,3,4,5,6,15 ©1,2,3,4,59,12 ©1,2,3,4,6,8,12
*1,2,3,5,6,9,10 *1,2,4,5,6,8,10 *1,3,4,56,8,9
Des exemples de découpages correspondants :
1 3 ; 1 - 5 1 S| 4
2| 4 R
3 9 3
5 4 6
15
12 12
1 2 3 1 5 1 5
2
i 6 9 , 6 4 8
10
3l 6
10 o 9

d. Le plus grand entier k tel que K¢ est k-décomposable est 7 d’aprés b. et c.

5. D’apres 2, K;, est 10-décomposable doncn < 10.

D’aprés 3.b, 2n? > 10 x 11 doncn? > 55 1| 2 4
d'ot n > 8. 3 6

On peut trouver un découpage de Kg dont la 7

liste des airesest 1, 2,3,4,5,6,7,8, 12, 16.
16 12




Le plus petit entier n tel que K,, est 10-décomposable est égal a 8.

6. 64d=a,+a,++aq,=22+4+--+2k=k(k+1)donck <7.
Le découpage ci-dessous montre que Kg est 7-décomposable et chacune des aires a4, a,,
..., est un entier pair.

10

16

Le plus grand entier cherché est donc 7.



Ex 3 : Eléments de correction :

1. A ne peut prendre que les valeurs 1, 2 ou 3 car si A = 4 le produit 24X AA serait a quatre

chiffres.

SiA =

1, on obtient comme produit 264 qui ne convient pas

SiA = 2, on obtient comme produit 528 qui convient
SiA = 3, on obtient comme produit 792 qui ne convient pas.
2. Onobtient:
a. Testons avecL = 1 et U = 0, on obtient alors 200 + 2] = 100EF + X. Ainsi on
peut prendre E = 2etl = 3oud(etX = 6o0u8)
b. E peut prendre la valeur 8 ou 9 et ainsi L vaut 4 (5 est impossible).

SiE = 9, le probleme revient a résoudre :
201 =100 + UX
On en déduitque U = 5,
Orlesvaleursde 5 a8 pour U donne comme double 10,12, 14 et 16 ce qui ne convient
pas.
Il reste a chercher lorsque E = 8.
On obtient alors que 2UI = UX
Ainsi, U < 5.
OrU = 3,2o0ulneconviennentpasdonc U = 0. Enfin il suffit de déterminer la plus
grande valeur de [ telle que 21 = X.I ne peut valoir 5 (car X < 9) ni 4, donc 3
convient.
Ainsion a bien 806 = 403 + 403.

3. Le cryptarithme de Kraitchick

a.
b.

Pas de difficulté particuliére...

Puisque —9 <D —E <9, il en vient que 5 divise BC car 5 apparait dans la
décomposition en produit de facteurs premiers de (D — E)BC et que le nombre
premier 5 ne peut apparaitre, au mieux qu’une seule fois dans D — E.

AinsiC = OouC = 5.SiC = 0,onobtiendraitE + C = B = 0, impossible.
BC est impair, donc 4 ne peut diviser BC, ni 2, donc dans la décomposition en produit
de facteurs premiers de (D — E)BC, 2? apparait dans la décomposition de D — E,
d’ou la réponse.

Résumons : 4 divise D — E et ainsi D — E = + 4 ou + 8 et C vaut 5. Par ailleurs, 25
divise BC (raisonnement identique a celui de la question précédente), il en vient que
BC = 75 ou 25. B peut valoir 2 ou 7

Comme BC est un multiple de 25, il en vient que ABC aussi tout comme FEC aussi
puisque ABC X E = FEC.Donc E vaut 2 ou 7 mais E ne peut étre pair, sinon ABC X E
serait pair aussi. Donc E vaut 7 (et ainsi B vaut 2).

Comme D — E =+ 4 ou + 8 et puisque E vaut 7, on a une seule possibilité D = 3.

3 x A25 = 375 permet d’affirmer que A = 1 et ainsi F vaut 8, H vaut 4 et G vaut
6. Nous avons trouvé une condition nécessaire, on vérifie que 125 X 37 = 875 +
3750 = 4625.

4. Casse-téte d’'Henry Dedeney

a.

Immédiat car MONEY est la somme de deux entiers strictement inférieurs a 10000,
d’ou le résultat.

Comme MORE < 2000, on en déduit que MONEY < 12000, doncO = 1ou0.Or
O ne peut étre égal a 1 (valeur de M), donc O = 0.



On a alors que MORE est inférieur ou égal au plus grand nombre a 4 chiffres
commencant par 10 d’ou la réponse et MONEY est supérieur ou égal au plus petit
nombre a 5 chiffres commencant par 10 et ne contenant qu’un seul 0 et un seul 1, soit
10234.

Ainsi SEND + MORE = MONEY impligue que SEND = MONEY — MORE,
soit: SEND = MONEY — MORE = 10234 —1098 = 9136,doncS = 9.

Ainsi, avec les valeurs obtenues précédemment, on a

(9000 + END) + (1000 + RE) = 10000 + NEY, donc END + RE = NEY et,
puisque RE < 100, on endéduitque N = E + 1.

END + RE = NEY devient:

100E + 10(E+1) + D + RE = 100(E+1) + 10E + Y,

aprés simplification, on obtient: D + RE = 90 + Y.

D + RE > 90 et R ne peut valoir 9 (valeur de S), on obtient alors que R vaut 8.

Du résultat précédent, onentirequeD + E = Y + 10 etlesvaleurs possibles pour
ces trois lettres sont les entiers compris entre 2 et 7, donc D + E < 13.Y ne peut
valoir que 2 ou 3.

SiY = 3, D vaudrait 6 (cas 1) ou 7 (cas 2) et E vaudrait 7 dans le cas 1 ou 6 dans le
cas2,comme N = E + 1, N vaudrait 8 dans le premier cas (impossible car R = 8)
et 7 dans le second cas qui est la valeur de D. DoncY = 2,

Cas1:D = 5etE = 7 neconvient pas car N vaudrait 8.

Cas 2:D = 7 et E = 5, alors N = 6 et on bien 9567 + 1085 = 10652. Le
cryptarithme est donc résolu et la solution est unique.




